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Capitolul 0

Riemann, ipoteza sa
si despre cum variabila complexa
se uneste cu aritmetica

Ati deschis o carte care are ca scop explicarea ipotezei lui Riemann.
Dar deja stiti aceasta, din titlu. Pana aici totul este clar. Ei bine, pentru
a explica ipoteza lui Riemann, pentru a o intelege mai bine, vom
patrunde in natura acesteia. Si din acest punct lucrurile incep sa fie
mai complicate.

Uneori veti avea impresia ca participati la emisiunea-concurs
Vrei sd fii milionar? Jocul televizat, avand ca premiu un milion de dolari,
a captivat milioane de spectatori. Concurentii trebuiau sa raspunda
la 10 intrebari din diferite domenii (istorie, literatura, sport, cinema,
stiinta etc.) pentru a castiga milionul pus in joc. Ca in filmul Vagabondul
Millionar (Slumdog Millionaire). Doar cd In aceasti carte existd o singura
intrebare, dintr-un singur domeniu:

intrebarea de un milion de dolari: Este adevirati ipoteza lui
Riemann?

Am spus ca pare mult mai usor fatd de concursul cu pricina,
deoarece este o singura intrebare, dar de fapt nu este mai simplu.
Suntem cala un examen de matematic3, unde enunturile problemelor
propuse sunt precedate de un avertisment clar si sever: ,Toate ras-
punsurile trebuie sa fie demonstrate”,
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In cazul nostru se aplicd aceeasi reguld. Deci, daci veti hotarf sa
raspundeti ,da“ sau ,nu’, inainte de a incasa premiul de un milion, va
trebui sa justificati alegerea raspunsului. Daca argumentarea pe care
o puteti oferi va convinge comunitatea matematicienilor, nu trebuie
decat sd o comunicati Institutului Clay care, cu mare entuziasm, va va
inmana milionul de dolari care vi se cuvine. Gasiti adresa Institutului
Clay la sfarsitul cartii. i

Institutul Clay este o fundatie privatd fondata de Landon Clay, om
de afaceri absolvent al Universititii Harvard. Convins ca matematica
a avut o mare contributie la progresul umanitatii (si la imbunatdtirea
calititii vietii), Clay a fondat Institutul in 1998, cu misiunea de a
comunica si de a raspandi cunostintele matematice. Printre nume-
roasele strategii adoptate pentru atingerea obiectivului, in anul 2000
s-a decis alocarea unui premiu pentru a marca noul mileniu.

Pentru stabilirea cerintelor necesare primirii premiului, Clay
a convocat cinci dintre cei mai buni matematicieni ai momentului.
Acestia au intocmit o listd a celor mai importante sapte probleme ale
matematicii de astdzi. Intentia sa era de a oferi un milion de dolari
celui care va fi i1n masura sd rezolve una dintre aceste probleme. Dintre
cele sapte probleme alese, doua fac parte din aria denumita ,regina
matematicii” - dupa definitia lui Karl Friedrich Gauss (1777-1855) -
aritmetica sau teoria numerelor. Una dintre acestea, mai ciudata,
singura de pe listd datdnd de mai bine de un secol, este In continuare
in asteptarea unei solutii: ipoteza lui Riemann.

Clay a fondat Institutul si pentru a omagia faimosul Congres
International de Matematica desfasurat la precedentul schimb de
secole, in 1900. Un congres care a marcat dezvoltarea acestei stiiinte.

In dimineata zilei de 8 august 1900, David Hilbert (1862-1943),
invitat la Congresul International de Matematicd desfasurat la Uni-
versitatea Sorbona din Paris, a tinut o prelegere complet neastep-
tatd. In loc sa-si expuni cercetdrile recente, Hilbert a propus o listd
de douizeci si trei de probleme nerezolvate, cdrora comunitatea
stiintifica trebuia sa li se dedice In viitor.
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Hilbert s-a temut ca titlul simplu al prelegerii sale, ,problemele
matematicii” nu 1i va interesa pe colegii sai si 1-a comunicat tirziu
organizatorilor, riscand sa nu fie inclus pe lista conferentiarilor.
Dar propunerea sa a fost apreciata ca originala. Matematica secolului
XX Incepuse sa se contureze.

Pana in secolul al XVIII-lea, evolutia matematicii se asocia dorintei
de a contribui la intelegerea naturii. La baza era necesitatea rezolvarii
unor probleme specifice, cum ar fi brahistocrona, propagarea caldurii
sau legea gravitatiei universale a lui Newton.

Incepand cu secolul al XIX-lea, s-au petrecut mari schimbdri,
in special dupd Revolutia Franceza, dar si ca urmare a raspandirii
democratiei intre clasele sociale si inclusiv in stiinta.

Dupa Revolutie, Napoleon a declarat ca dezvoltarea matematicii
trebuie dedicata bunastarii statului. Aceasta trebuia si se ocupe de
rezolvarea unor probleme militare cum ar fi balistica si hidraulica.
Cu toate acestea, raspandirea democratiei a adus o mai mare recu-
noastere a oamenilor de stiint3, care au inceput sa se bucure de mari
privilegii n societate: ,Profesorul preda, cerceteaza si se elibereaza
de problemele cotidiene”, Pe langa fondarea cunoscutelor grandes
écoles, incep sa apard, in domenii mai generale ale matematicii,
»distinse personaje”, profesori apti sa pregdteasca clase de studenti
din ce In ce mai straluciti, care vor deveni in viitor mari oameni de
stiintd exigenti in ceea ce priveste rigoarea studiului.

Parisul a devenit capitala matematicii, in care un personaj ca
Augustin Louis Cauchy (1789-1857), prin intermediul cartii sale
Cours d’analyse de I’Ecole polytechnique a conferit rigoare maxima
in exprimarea conceptelor de limitd si de continuitate. Matematica,
dintr-un simplu instrument construit cu ajutorul calculelor specifice,
s-a transformat intr-o arta cépabilé de a se dezvolta autonom pe o
baza pur logica.

Avansul stiintei matematice s-a raspandit in Germania, in principal
datorita lui Gauss, si in special - lui Riemann, un pionier al acestei
schimbari de perspectiva. Hilbert Tnsusi a recunoscut cd, prezentiand
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lista cu cele doudzeci si trei de probleme,
a intentionat sa imbogateasca principiul lui
Riemann si sd furnizeze demonstratii bazate
exclusiv pe rationament si nu pe calcul. n
discursul sau, Hilbert a definit un obiectiv
si un mod de lucru substantial diferit de
cel tradi'gional,‘conceput pentru a schimba
viitorul matematicii si pentru a dezvolta ceea
ce astazi este cunoscut precum ,programul
Figura ™. lui Hilbert’, in care matematica trebuie sa
Karl Friedrich Gauss. urmareasca un sistem finit de axiome, alese
in mod corespunzator.

Pe lista prezentata de Hilbert, numarul 8
corespunde ipotezei lui Riemann. Este singura problema de pe lista
care nu a fost rezolvati inca pana astazi, desi Incercarile nu au lipsit.
Multi matematicieni faimosi din secolul XX au obtinut recunoasterea
rezolvind unele probleme din lista lui Hilbert, si nu putini dintre ei
au intrat In istoria matematicii incercand sa demostreze ipoteza lui
Riemann. Munca lor nu a fost inutild, de fapt din numeroasele lor
tentative s-au nascut teorii noi si utile care au imbogatit peisajul
matematic global. De fapt si de drept, totul a inceput de la o
presupunere formulata intr-o singura fraza, scrisa pe a patra pagina
din cele noua ale unui articol publicat in 1859 de Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826-1866), membru al Academiei de Stiinte
din Berlin.

Bernhard Riemann s-a nascut pe 17 septembrie 1826 la Breselenz,
in nordul Hanovrei, in Germania de astazi. A fost al doilea din cei sase
copii, dintre care patru baieti. Uneori salariul tatdlui - pastor luteran
destul de rigid - nu le ajungea celor opt membri ai familiei Riemann
pana la sfarsitul lunii. Viata de zi cu zi era durd, dar nu imposibila,
familia reusind sa creeze o atmosfera caldd, hranind astfel dragostea
lui Bernhard pentru cei apropiati.

Parintii lui Riemann au considerat educatia copiilor mai presus
de orice altceva. La inceput, Bernhard a fost educat de tatdl sau acasa.
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La varsta de sase ani, el era deja capabil si f\
rezolve probleme de aritmetic3, iar evolutia o .9._4
sa a fost atdt de rapida, incat la varsta de
zece ani, tatdl lui a decis sa-l1 incredinteze
profesorului Schulz pentru dezvoltarea po-
tentialului sdu enorm. Baiatul era deja capabil
sa abordeze probleme de geometrie, pentru
care propunea rezolvari noi.
El a facut progrese enorme in privinta Figura?2.
Insusirii notiunilor si atunci cand a fmplinit Bernhard Riemann.

paisprezece ani a fost trimis la liceu, in ora-

sul Hanovra, unde locuia bunica lui. A fost

admis direct in al treilea an de studiu. Evident, bdiatul avea un talent
extraordinar, si dragostea parintilor sai, imbinatd cu dorinta de a-i
darui ce era mai bun, a alimentat fondul nativ, probabil neglijandu-i
nevoile emotionale.

Riemann a devenit singuratic si timid. Tandrul era concentrat
asupra studiului si izolat fatd de lumea exterioara. Caracterul siu
timid, interiorizat, 1-a facut cu usurinta victima hdrtuirilor la scoala.
In aceast situatie, Riemann a gisit un refugiu in matematici. Uneori,
nevoia de a-si vedea familia I-a determinat si strabatd cei 50 de
kilometri care il desparteau de casa.

La doi ani dupa mutarea la Hanovra, bunica lui a murit, astfel ca
a fost transferat in orasul Liineburg, la scoala superioara Gymnasium
Johanneum. Aici, Bernhard a fost gdzduit de domnul Seffer, un
profesor, care l-a ajutat si incurajat sa studieze. Riemann a fost un
elev bun la matematic3, la celelalte materii nefiind stralucit. Uneori
tendinta sa de a cauta perfectiunea in orice activitate il impiedica sa
termine munca la timp.

Pe de altd parte, tendinta lui spre perfectiune s-a dovedit foarte
utild in momentul in care a devenit unul dintre parintii rigorii mate-
matice.

in adolescents, Bernhard, trecind peste pasiunea si instinctul
nativ pe care le avea pentru matematica, intentiona sa urmeze sfaturile
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tatalui, careil orienta spre o carierd ecleziastica. in Germania secolului
al XIX-1ea, a deveni pastor insemna a avea o profesie care permitea un
trai confortabil. Intrarea in randurile clerului i-ar fi garantat o renta
care in viitor ar fi fost de folos pentru intretinerea surorilor sale.
Siintdmplarea a facut ca unica universitate din regatul Hanovrei unde
se putea studia teologia sa fie cea din Gottingen, leaganul fratilor
Grimm, precum si institutia in care locuia eminentul om de stiinta
Karl Friederich Gauss.

Cititi aceste randuri la aproximativ doud secole si jumatate de la
nasterea lui Gauss, in anul 1777. Cu toate acestea, faima si numele
marelui matematician nu numai cd s-au mentinut de-a lungul
timpului, dar continud sd creasca exponential. Este destul sa ne
giandim, de exemplu, la marele numdr de accesdri ale motorului de
cdutare Google: daca tastam numele lui Gauss, vom primi 16 600 000
de rezultate in 0,51 secunde. Pentru a face o comparatie, cautandu-I
pe ,Cristofor Columb, descoperitorul Americii‘, de-abia au reiesit
10 300 000 de rezultate, si tastdnd ,Usain Bolt’, numele celui mai
rapid om din istorie, media actuald aduce in prim plan, un numar
identic de rezultate.

Gauss a fost unul dintre cei mai mari oameni de stiinta din toate
timpurile. Si il putem considera ,savant” deoarece contributiile
sale decisive nu s-au limitat doar la diferite ramuri ale matematicii,
precum geometria, algebra sau inestimabila sa operda asupra
teoriei numerelor. El a fost, de asemenea, o autoritate in domeniul
astronomiei, devenind faimos pentru descoperirea planetei Ceres, si
in fizica, inventand telegraful (impreuna cu fizicianul Weber). Creierul
lui Gauss, conservat la Universitatea din Gottingen, a avut cel mai
mare numar de circumvolutiuni mentionat in istoria umanitatii, ceea
ce i-a permis o activitate neuronald peste normal. Aceastd descoperire
a fost facuta in anul 2013, cand cercetatoarea Renate Schweizer a
descoperit creierul savantului, etichetat gresit vreme de secole, ca
apartindnd lui Conrad Heinrich Fuss, ilustru medic al universitatii.
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Uneori coincidentele, soarta, intalnirile accidentale, par menite a
crea oportunitati si a modela destine. Trebuie sa fim recunoscatori
pentru o coincidentd care-a avut loc in Géttingen. O coincidenta care
i-a intersectat in acelasi spatiu si in acelasi loc pe Gauss, batranul
director al Observatorului Astronomic, si Riemann, student boboc
la cursurile de teologie. Aceasta intalnire a avut consecinte decisive
pentru istoria matematicii padna in prezent. De fapt, ipoteza lui
Riemann porneste de la presupunerea lui Gauss asupra cantitatii de
numere prime.

In 1846, dupi ce a petrecut patru ani la liceul din Hanovra,
Riemann s-a inscris la Universitatea din Gottingen si, cu toate ci
frecventa regulat cursurile de teologie, urmand dorinta tatilui, a fost
mai atras de matematica. Urméndu-si instinctul, el participa spontan
la cursurile lui Gauss.

Gauss, In calitate de director al observatoriului, nu didea prea multi
importantd prelegerilor de la universitate. Orele lui Gauss nu se refereau
strict la matematica, ci porneau de la astronomie si demonstrau modul
sdu faimos de calculat orbita lui Ceres. Nu putem sd nu ne intrebam
ce s-ar fi intdmplat daca dezvoltarea inovativa a variabilei complexe a
lui Riemann si notiunile lui Gauss asupra numerelor prime nu s-ar fi
intalnit. Ce-i drept, Gauss era deja batran, cu sdanatatea subreda si deloc
capabil de un interes prea mare pentru cursurile sale.

In acea perioadi, matematica nu era una dintre disciplinele
prioritare in Universitatea din Géttingen, dar pasiunea lui Riemann
pentru aceasta stiintd, mai ales dupa ce a asistat la prelegerile lui
Gauss, a devenit totald. Admiratia dintre Gauss si Riemann a fost
reciproca. Ba chiar, datorita lui Riemann, Gauss a inceput sa simta
satisfactia preddrii, activitate pe care o detestase pana in acel moment.
Citam cuvintele sale: ,Am o aversiune pentru predare. Sarcina perena
a unui profesor de matematica este sa predea ABC-ul stiintei si cu
aceastd munca ingratd, profesorul isi pierde timpul atat de pretios”
Atitudinea aceasta s-a schimbat odata cu sosirea lui Riemann.
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Prelegerile sale erau asa de frumoase si de utile incat l-au convins
pe Riemann s3-i scrie imediat tatdlui sdu pentru a-i cere permisiunea
de a frecventa universitatea din Berlin, care in acea perioada era cel
mai recunoscut centru german pentru studiul matematicii.

In 1847, cu consimtdmantul tatdlui sdu, Reimann s-a transferat la
Universitatea din Berlin, unde a studiat cu Gustav Lejeune Dirichlet
(1805-1859), Carl Gustav Jacobi (1904-1851) si Jakob Steiner
(1796-1863). In aceasta perioadd a elaborat teoria generald asupra
variabilei complexe (si a celor care sunt cunoscute azi astazi drept
,suprafetele lui Riemann“). La bazd au stat ideile lui Leonhard Euler
(1707-1783) si ale lui Cauchy. Numerele complexe fusesera deja
descoperite de Bombelli cu doua sute de ani inainte. Timpul pe
care l-a petrecut la Berlin a coincis cu revolutia din martie 1848 si,
desi reticent si se implice in probleme care nu aveau legatura cu
matematica, Riemann a particpat la evenimentele revolutionare.
Incitat de militiile studentesti, pentru a-si demonstra angajamentul,
matematicianul a pazit palatul regal, protejandu-l pe rege timp de
saptesprezece ore, de la ora noud din dimineata zilei de 24 martie
1848 pana la ora unu a noptii urmatoare.

La Berlin a invitat integralele definite, ecuatiile cu derivate
partiale si teoria numerelor datorita lui Dirichlet, fondatorul a ceea
ce este conoscut astizi ca teoria analitici a numerelor. In plus, si-a
insusit mecanica analiticd si algebra superioara cu ajutorul lectiilor
lui Jacobi. AtAt acesta, cit si Dirichlet urmareau tendinta iniatiata de
Cauchy in expunerea matematicii cu rigurozitate absoluta, ceea ce se
potrivea bine exigentelor lui Riemann de a-si prezenta perfect ideile.

in 1849, s-a intors la Gottingen pentru a discuta despre teza de
doctorat menita sa aprofundeze noua tendintd a matematicii. Riemann
a inlocuit calculele cu concepte. Mai precis, teza se baza pe functiile
cu variabile complexe, teorie foarte bine dezvoltatd in lucrarile lui
Cauchy, dar aproape ignoratd de matematicienii contemporani. Gauss
nu ficea exceptie de la dezinteresul pentru acest subiect de studiu.
latd diferenta: in loc sa intelegem o functie prin expresia sa algebrica,
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Riemann a decis sa o intelegem prin intermediul proprietatilor pe
care le satisficea. Special pentru aceasta si-a propus si substituie
calculele cu concepte. Prin aceastd noud definitie, Riemann a trebuit
sd redescopere tot ceea ce Cauchy realizase deja.

Teza despre care vorbim, dezbdtutd la Universitatea din Géttingen
in 1851, este consideratd una dintre cele mai influente din istoria ma-
tematicii si, a avut sansa sa fie coordonatd de Gauss, care a prezentat-o
fard sd se abtina de la elogii: ,...0 minte creativa, activd, cu adevirat
dedicata matematicii si de o originalitate magnific de inventiva...
Arealizat cercetdri minutioase si profunde” Odati cu intalnirea dintre
Riemann si Gauss, se realiza mult asteptata legitura intre variabilele
complexe si numerele prime.

Interesul lui Riemann pentru teoria numerelor se manifestase
cu ani In urmd, atunci cand directorul liceului i-a imprumutat cartea
lui Adrien Marie Legendre (1752-1833) cu titlul Teoria Numerelor,
pe care a devorat-o in sase zile, In ciuda celor 900 de pagini si a
dificultatii lucrarii. Putem spune ca germenii contributiei sale la teoria
numerelor apdrusera deja timpuriu si ca lipsea doar un ingredient, un
stimul extern pe care 1-a primit cativa ani mai tirziu de la Dirichlet si
de la Gauss.

In timpul sederii la Gottingen, Riemann a publicat o serie de
articole de importanta fundamentala. Un exemplu este noua sa con-
ceptie despre geometrie, baza matematica pe care Albert Einstein
(1879-1955) si-a fondat teoria relativitatii. De fapt, in 1854, Gauss
l-a Indemnat pe Riemann sad opteze pentru un post de privatdozent,
profesor asistent fara platd, ale carui venituri proveneau din donatiile
spontane ale studentilor. Riemann este un exemplu de diruire totala
pentru stiintd, dincolo de propriile sale nevoi, si trebuie reamintit
ca finantarile lui au fost in gmeneral foarte reduse si s-au Inrautatit
mai mult atunci cand, In 1858, a fost fortat sa preia fraiele in cadrul
propriei familii, dupd moartea a doi dintre fratii sai.

Pentru a aplica la postul de privatdozent era obligatorie pregitirea
a trei subiecte. Presedintele comisiei, In acest caz chiar Gauss, a ales
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unul. De obicei era ales primul subiect, deci Riemann a decis sa
prezinte mai intai Reprezentarea functiilor prin intermediul seriilor
trigonometrice, apoi o tema intitulatd Rezolvarea a doud ecuatii de
gradul al doilea cu doud necunoscute si o a treia Despre ipotezele pe
care se bazeazd geometria. Primele doud subiecte tratau rezultate pe
care Riemann le pregitise deja si care pentru el nu ar fi ridicat nici cea
mai mici dificultate. Dar Riemann a ignorat interesul manifestat in
trecut de Gauss pentru axiomatica geometriei euclidiene, iar faptul ca
profesorul a ales chiar al treilea subiect a fost o surpriza deloc placuta.

Riemann nu se asteptase la aceasta alegere, care a pus o asa
presiune asupra lui, astfel incat a intrat in depresie. in ciuda tuturor
dificultitilor, nu a renuntat. Pentru inceput, a inchiriat o ,cdsutd”
cu gridini si, ca intotdeauna, a continuat sd se bazeze pe familia
sa. Cunoastem emotiile cu totul speciale ale lui Riemann prin inter-
mediul scrisorilor trimise familiei sale. Unul dintre cei mai ilustri
matematicieni din istorie a fost sustinut emotional de propria familie,
iar acest lucru a fost important pentru binele umanitatii.

in ziua in care Riemann si-a prezentat lucrarea, se gasea in fata lui
Gauss, expert in acel subiect, avind intrebdri concrete pe care dorea
si le rezolve. Un om obisnuit sd examineze lumea, care in singuratate,
asezat la biroul sdu, isi punea intrebari despre forma acesteia.
Cu ani in urmi, Gauss publicase articolul Studii generale asupra
suprafetelor curbe, in care, printre numeroase probleme, analizase o
lume a cirei forma putea s fie orice tip de suprafatd, intrebandu-se:
cum putem s3 distingem forma planetei pe care trdim? Umanitatii
ii trebuiserd 700 de ani, de la Thales din Milet pana la Plinius si
Ptolemeu, pentru a determina daca Pamantul era plat sau rotund.

in lucrarea sa, Riemann a reusit si extinda definitia unei mari parti
din metrici pani cand curbatura devenea intrinseca suprafetei in care
se triia, ceea ce inseamna ci rezolvarea unei considerabile cantitati
de calcule in punctul in care traim ne permite sd decidem ce forma
are suprafata in care triim. Lucrarea este consideratd o capodopera,
atit pentru structurd, cit si pentru continut - Riemann s-a straduit sa
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